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Profesor Zofia Krygowska jako matematyk

Chcialbym w tym wystapieniu podkresli¢ jeden z aspektéw osobowosci
Profesor Zofii Krygowskiej: aspekt bycia matematykiem.

Wigkszosé dydaktykéw matematyki po zakonczeniu studiéw prawdopo-
dobnie nigdy nie angazuje si¢ w czytanie zaawansowanych tekstéw mate-
matycznych czy — tym bardziej — rozwigzywanie probleméw matematycz-
nych o trudno$ci znacznie przewyzszajacej problemy, jakie dajemy uczniom.
Sa i tacy, ktérzy w jakim$ momencie swojej kariery zawodowych matematy-
kéw zdecydowali sie przenieéé ciezar zainteresowan i wysitku umystowego na
problemy szkoty. Rzadko si¢ zdarza, by dostatecznie poglebili oni swa wie-
dz¢ o procesach nauczania i uczenia si¢ matematyki, a ich dawna czy kon-
tynuowana aktywno$¢ matematyczna pozostaje w catkowitej izolacji od roli
dydaktyka matematyki.

Profesor Krygowska nie byta zadnym z tych przypadkdéw. Od szkoty éred-
niej przez cale zycie oddawala sie pasji matematyka. Moze to brzmieé dziwnie
dla oséb, ktére znalty Jej ogromne intelektualne i emocjonalne zaangazowanie
w problemy my$lenia i uczenia sie matematyki przez dzieci. Oczywiscie, by-
loby dla Niej raczej niemozliwe réwnoleglte kultywowanie obydwu dziedzin
twoérczosci. Bylo to mozliwe i ogromnie wydajne dlatego, ze zainteresowania
matematyczne i tworczos¢ Profesor Krygowskiej byly w pelni zintegrowane
z zainteresowaniami i twérczoscia w dziedzinie nauczania matematyki. Praw-
dziwym celem nie byl dla niej nigdy wynik matematyczny jako taki; byly
to zawsze zagadnienia dotyczace dzieci, uczniéw i szkoty. Taki cel sprawial,
ze interesowaly Ja przede wszystkim matematyczne problemy tak czy inaczej
zwigzane ze szkola, za$ po kazdym dokonaniu w zakresie matematyki naste-
powala refleksja i analiza przebytej drogi.

Oto kilka przyktaddow.

Przyktad 1. Dysertacja doktorska Zofii Krygowskiej ,O granicach Sci-
stosci w nauczaniu geometrii elementarnej” byta wynikiem, z jednej strony,
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glebokich studiéw nad podstawami geometrii, a z drugiej — refleksja nad do-
$wiadczeniem uczennicy, a potem nauczycielki. Zanim zaangazowala sie jako
autor nowej serii podrecznikéw geometrii, stworzyla i do konca zbadata orygi-
nalny system aksjomatéw, dowodzac jego réwnowaznosci z systemem Hilberta.
I oczywiscie kompozycja tego systemu byla umotywowana przede wszystkim
celami dydaktycznymi. Dzialo sie to w okresie tzw. pierwszej fali reform, ktérej
idee czerpano m. in. z psychologii Piageta i nowego ujecia matematyki Nicolas
Bourbaki. By w pelni zrozumie¢ te idee i wdrozy¢ je w zupelnie nowym ujeciu
geometrii, podjeta trud studiowania prac Piageta i Bourbaki w francuskich
oryginatach.

Przyktad 2. Prof. Krygowska zwykla byta rozwiazywaé trudne matema-
tyczne problemy, notowaé wszystkie etapy swej pracy i analizowa¢ caly proces
w celu lepszego zrozumienia myslenia uczniéw, ich trudnosci, zagubienia, bte-
doéw itp. Gdy relacjonowala swoje doswiadczenie, zawsze pokazywata wszystkie
popelnione przez siebie btedy, Sciezki, ktére porzucita, i inne przejawy klucze-
nia. Odbieralismy to jak pasjonujaca opowie$é¢ o niezwyktlej przygodzie. Pokaze
tu przyktad zachowanego w rekopisie i referowanego przez Profesor Krygowska
na seminarium procesu rozwiazywania nastepujacego problemu:

Ile mozna zbudowac trojkgtow réznobocznych, ktorych diugosci bo-
kéw sq liczbami naturalnymi 1,2,3,...,n?

Bede tu korzystaé z oddanej niedawno do publikacji monografii M. Ciosek,
w ktérej rozumowanie Profesor Krygowskiej zostato doktadnie zanalizowane.

Droga do rozwigzania sklada sie z czterech etapéw, ktére zaprezentuje
w duzym skrécie.

Etap I to badanie szczegdlnego przypadku n = 10. Najpierw trzeba ustali¢
system wypisywania ,dobrych” trojek. Wybér pada na dobieranie ich tak, by
spelniaty dwa warunki:

a<b<e,

c<a-+b.

Teraz tréojki sa wypisywane w grupach: dla kazdego a i kolejnych b dobie-
ramy wszystkie ¢ mniejsze od a + b.

3,4,5; 3,5,6; 3,6,7; 3,7,8; 3,8,9; 3,9,10;
3,4,6; 3,5,7; 3,6,8;, 3,7,9; 3,8,10
4,5, 6;
itd.
Etap II. Po wypisaniu i policzeniu wszystkich ,,dobrych” tréjek rozwigzu-

jaca przyglada sie catlemu zestawieniu dla dostrzezenia jakich$ jego interesu-
jacych wlasnosci. Zauwaza podwojna szczegdlna role liczby 5:
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— liczba wierszy rosnie wraz z a, dopoki a jest mniejsze od 5, potem maleje,

— dla ustalonego a az do 5 liczba wierszy wynosi a — 1, powyzej 5 juz nie.

Szukajac powoddéw tej regularnosci, rozwigzujaca dochodzi do wniosku, ze
dla a > 5 kazda trojka taka, ze a < b < ¢ spelnia tez warunek ¢ < a+ b, a co
za tym idzie, liczba tych tréjek wynosi (g)

Etap III. Teraz nastepuje uogdlnienie poczynionych obserwacji. Rozwia-
zujaca odgaduje, ze dla dowolnego n role 5 bedzie spelniaé¢ cze$é catkowita
k liczby 5, a liczba ,dobrych” tréjek dla a wigkszego od k wyniesie (”gk)
Nastepnie stawia sobie pytanie o liczbe tréjek dla a ustalonego i niewiekszego
od k. Szuka odpowiedzi przez wypisywanie trojek wedlug wzorca przyjetego
w badanym przyktadzie n = 10 i obserwujac to zestawienie dochodzi do wzoru:

k

> (a—1)(n - 3a).

a=1

Teraz nastepuje sprawdzenie wzoréw dla n = 101in =9, po czym, w wy-
niku dodawanina liczby tréjek przed i za $rodkowym a, pojawiaja sie wzory:

k
dlan =2k Y (a—1)(n—3a)+ (4),

a=1

k
dlan=2k+1 Z(a —1)(n—3a) + (kj;l)
a=1
i komentarz Smutne, zZe nie mam jednego tadnego wzoru.
Etap IV to zakonczone sukcesem préby wyeliminowania z wzoréw symbolu
2. Ostateczna postaé tych wzordéw to:

dlan =2k z=2k(k—1)(k—3),
dlan=2k+1 z=2k(k—1)(k-1).

Marianna Ciosek uznata to postepowanie za wzorcowy model badania ma-
tematycznego, rozpoczynajacego sie od rozwazenia szczegdlnego przypadku
po to, by poczynione na nim obserwacje uogélni¢. Empiria przeplata sie tu
z dedukcja: rozwiazujaca bada szczegdlny przypadek, caly czas starajac sie
robié¢ to w sposéb dajacy sie potem uogdlnié, a probne uogélnienie weryfikuje
w szczegblnych przypadkach.

Profesor Krygowska, takze na podstawie podobnych wtasnych do$wiad-
czen, gleboko wierzyta w to, co w systematycznym badaniu udowodnita Ma-
rianna Ciosek, ze my$lenie wyksztalconego matematyka i myslenie ucznia réz-
nig si¢ mniej, niz sie powszechnie sadzi. Okazuje si¢ mianowicie, ze nawet
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problemy dostepne dla uczniéw gimnazjum nie sa wcale ,dziecinnie tatwe” dla
matematyka. Podobnie jak uczen, matematyk czesto zaczyna od jednego lub
kilku szczegdlnych przypadkéw. Podobnie jak uczen, matematyk nieraz kluczy
roznymi Sciezkami, zanim trafi na wlasciwa. Rozwiazanie matematyka wcale
nie zawsze jest matematycznie eleganckie; rozwiazania uczniéw bywaja tad-
niejsze. Wreszcie sukces matematyka, tak jak ucznia, w duzej mierze zalezy od
emocjonalnej i intelektualnej postawy wobec problemu.

Przyktad 3. Inny aspekt matematycznego umystu Profesor Krygowskiej
ujawnit jej wyktad na sympozjum zatytutowanym ,Matematyka dla wszyst-
kich”, jakie w ramach Miedzynarodowego Kongresu Matematycznego odbyto
sie w Warszawie w roku 1983. Wyktad byt zatytulowany , Elementy aktywno-
$ci matematycznej, ktore powinny odgrywaé istotna role w ksztalceniu mate-
matycznym dla wszystkich”. Trzeba by¢ aktywnym i jednoczesnie refleksyjnym
matematykiem, by umie¢ wydoby¢ na Swiatto to, co stanowi istotne lecz ukryte
sktadniki aktywnosci matematycznej. Profesor Krygowska wymienila je: ana-
logia, schematyzowanie, definiowanie, dedukowanie i redukowanie, kodowanie,
algorytmizowanie. Idea, ze prawdziwe ksztalcenie matematyczne (albo — we-
dtug jej sformutowania — ksztalcenie przez matematyke) powinno zawieraé
elementy rozwijajace matematyczna twoérczosé, pojawila sie niedlugo przez
tym wyktadem. W polskich programach szkolnych tego okresu nie byto nawet
ich sladéw; zaczety sie pojawiaé w zreformowanych programach z lat 1990., ale
rzadko przenikaja do praktyki szkolnej. Mocno utkwila w mojej pamieci pelna
pasji reakcja Profesor Krygowskiej na glosy, ze matematyka abstrakcyjna jest
zbyt trudna dla wigkszosci uczniéw i ze nalezy przejS¢ na nauczanie bardziej
konkretne, przekazywanie wiedzy quasi-empirycznej lub intuicyjnej. Zawotata
wtedy: ,NIE ZMIEKCZAJCIE MATEMATYKI!”. Majac pelng $§wiadomoéé
trudnoéci uczniéw, popierajac zmiane tradycyjnego wyobrazenia o tym, co
znaczy uczy¢ sie matematyki i umieé ja, na co$ bardziej sensownego dla prze-
cietnego ucznia — czesto stysze to zawolanie ,nie zmickczajcie matematyki”.
Widze teraz dwa, w pewnym sensie przeciwne, znaczenia ,zmickczania” ma-
tematyki. Jedno to powierzchowny formalizm: zredukowanie matematyki do
gotowych procedur symbolicznych i sztywnych schematéw rozwigzywania ty-
powych zadan. A drugie to przesuniecie nauczania w strone dziedziny quasi-
eksperymentalnej i pseudo-intuicyjnej. Oba te kierunki maja na celu uczy-
ni¢ matematyke dostepniejsza dla wszystkich uczniéw. I oba odciagaja ten
przedmiot od nauki, ktéra uwazamy za uniwersalnie uzyteczna. Profesor Zofia
Krygowska, matematyk i pedagog, bez watpienia sprzeciwitaby sie obydwu.



